





3.] समग्र अवलोकन (Overview) 


3.।.। आव्यूह संख्याओं (या फलनों) का एक आयताकार क्रमित क्रम विन्यास है। उदाहरणार्थ, 


A= 


oD > = 
=x DV > 


3 
x 
4 


संख्याओं (या फलनों)आव्यूह के अवयव या प्रविष्ठियाँ कहते हैं। 


आव्यूह के अवयवों की क्षैतिज रेखाएँ, आव्यूह की पंक्तियाँ (२०७७) तथा ऊर्ध्व रेखाएँ आव्यूह के 
स्तंभ (C०।७७॥०५) कहलाते हैं। 


3.].2 आवव्यूह की कोटि (Order of a matrix) 


॥ पंक्तियों तथा # स्तंभों वाले किसी आव्यूह को # %7 कोटि (07५९7) का आव्यूह अथवा केवल 
# %॥ आव्यूह कहते हैं। 


उपर्युक्त उदाहरण में, 4 एक 3%3 कोटि का आव्यूह अर्थात्‌ 3 ५3 आव्यूह है। 


व्यापक रूप में एक # 2८ # आव्यूह का निम्नलिखित आयताकार क्रम विन्यास होता हैः 


di A 93--- 9, 
dg] 2 hs: 655 , | Me 
A =[a,] =| ; I<i<m,]<7<nतथा i, je NN. 
irmxn डर 
dmI Amz 4,3--- mn nxn 


अवयव ८, वह अवयव है जो ! वीं पंक्ति और | वें स्तंभ में स्थित होता है तथा इसे 
A का (¡,/)वाँ अवयव कहते हैं। 7 ५7 आव्यूह में अवयवों की संख्या 7 होती है। 
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3.].3 आवव्यूह के प्रकार (Types of Matrices) 


() 
Gi) 
(if) 


Gv) 


(५) 


(yD) 


(vii) 


(viii) 


एक आव्यूह, पंक्ति आव्यूह कहलाता है यदि उसमें केवल एक पंक्ति होती है। 
एक आव्यूह, स्तंभ आव्यूह कहलाता है यदि उसमें केवल एक स्तंभ होता है। 


एक आव्यूह जिसमें पंक्तियों की संख्या स्तंभों की संख्या के समान होती है, एक वर्ग 
आव्यूह ($५॥०7९ ma।7।*) कहलाता है। अतः एक ॥ % आव्यूह, वर्ग आव्यूह 
कहलाता है यदि # =7 हो और उसे %' कोटि का वर्ग आव्यूह कहते हैं। 


एक वर्ग आव्यूह 8 = [,],,, विकर्ण आव्यूह (/2/48०॥०। /4।7।४) कहलाता है यदि 


विकर्ण के अतिरिक्त इसके सभी अन्य अवयव शून्य होते हैं अर्थात्‌ एक आव्यूह 
B = [५], विकर्ण आव्यूह कहलाता है यदि /, = 0, जब 7#, हो। 


irnxn 
एक विकर्ण आव्यूह, अदिश आव्यूह (5८/८ 7०/7४) कहलाता है यदि इसके विकर्ण 
के अवयव समान होते हैं, अर्थात्‌ एक वर्ग आव्यूह 8 = [/,],, अदिश आव्यूह 
कहलाता है यदि ४, = 0, जब ¡ #7, ७, = ‰, जब ; = /, जहाँ £ कोई अचर है। 
एक वर्ग आव्यूह जिसके विकर्ण के सभी अवयव एक होते हैं तथा शेष अन्य सभी 
अवयव शून्य होते हैं, तत्समक आव्यूह (८////) #८४7४) कहलाता है। 


दूसरे शब्दों में, वर्ग आव्यूह 4 = [८,] 


irnxn 


! = हो तथा 6 = 0, जब 7 #} हो। 
पु 


एक तत्समक आव्यूह है यदि ८, = !, जब 


एक आव्यूह, शून्य आव्यूह या रिक्त आव्यूह कहलाता है यदि इसके सभी अवयव शून्य 
हों। हम शून्य आव्यूह को 0 द्वारा निरूपित करते हैं। 


दो आव्यूह 4 = [८,] तथा 8 = [/,] समान कहलाते हैं यदि 
(४) वे समान कोटि के हों, तथा 


(७) 4 का प्रत्येक अवयव, B के संगत अवयव के समान हो, अर्थात्‌, 7 तथा / के 
सभी मानों के लिए ८, = 0, हो। 


3..4 आव्यूहोतका योग (Addition of matrices) 
दो आव्यूहों का योग तभी संभव है जब वे समान कोटि के हों। 
3..5 एक आव्यूह का एक अदिश से गुणन (Multiplication of matrix by a scalar) 


यदि ^ = [८,] 


ir mxn 


अवयव को # से गुणा करके प्राप्त किया जाता है, अर्थात्‌, #4 = [/८,] 


एक आव्यूह है तथा «एक अदिश है तो (^ एक ऐसा आव्यूह है जिसे 4 के प्रत्येक 


ij mxn 
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3.।.6 आव्यूह का ऋण आबव्यूह (Negative of a matrix) 
किसी आव्यूह ^ का ऋण आव्यूह - से निरूपित होता है। हम -^ को (-)4 द्वारा परिभाषित करते हैं। 
५ | हि ॥ आव्यूहों का गुणन (Multiplication of matrices) 


दो आव्यूहों 4 और 8 का गुणनफल तभी 43 परिभाषित होता है जब 4 के स्तंभों की संख्या, 8 
की पंक्तियों की संख्या के समान होती है। 


मान लीजिए कि 4 = [,], एक # %7 कोटि का आव्यूह है और 5 = [#,], एक # ५ कोटि 
का आव्यूह है। तब 4 और छ आव्यूहों का गुणनफल, एक # %7 कोटि का आव्यूह € होता है। आव्यूह 
€ का (0, /0वाँ अवयव ८, प्राप्त करने के लिए हम 4 की 7वीं पंक्ति और 9 के (वें स्तंभ को लेते 
हैं और फिर उनके अवयवों का क्रमानुसार गुणन करते हैं और फिर इन सभी गुणनफलनों का योगफल 


ज्ञात कर लेते हैं, अर्थात्‌ 
हे 8५ + dp b, र di by, + रः ५ 2 


आव्यूह € = [८,],,,, ^ तथा 8 का गुणनफल है। 
टिप्पणी 
. यदि AB परिभाषित है तब यह आवश्यक नहीं हैं कि 8« भी परिभाषित हो। 


2. यदि ^ और 8 क्रमशः 7 %7 तथा ५7, कोटि के आव्यूह हैं तब दोनों ७8 तथा BA 
तभी और केवल तभी परिभाषित होंगे जब # = # तथा ! = # हो। 


3. यदि 4B और B4 दोनों परिभाषित हैं तो यह आवश्यक नहीं है कि ^B = B4 हो। 


4. यदि दो आव्यूहों का गुणनफल एक शून्य आव्यूह हो तो यह आवश्यक नहीं है कि उनमें 
से एक शून्य आव्यूह है। 


5. समान कोटि के तीन ^, 8 और 0 आव्यूहों के लिए यदि &- 83, हो तब AC = BC 
होगा परंतु इसका विलोम सत्य नहीं है। 


6. A.A=A? A.A. A= A), इत्यादि 
3.।.8 आव्यूह का परिवर्त (Iranspose of a Matrix) 


. यदि 4=[८,] एक 7% कोटि का आव्यूह है तो 4 की पंक्तियों तथा स्तंभों को परस्पर 
बदलने (/८।८/८॥४०) से प्राप्त होने वाला आव्यूह ^ का परिवर्त कहलाता है। 


आव्यूह ^ के परिवर्त को 4” या (^?) से निरूपित करते हैं। दूसरे शब्दों में, यदि 
A = [4], हो तो A ], होगा। 


ifr mxn jt nxm 
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2. आव्यूहों के परिवर्त के गुणधर्म ( Properties of transpose of a matrix ) 
उपयुक्त कोटि के किन्हीं 4 तथा B आव्यूहों के लिए 
6) (ADT=A (ii) (kA) = £^ (जहाँ £ कोई अचर है) 
(iii) (A+B)T=AT+B™ (iv) (AB)T= BTAT 
3.4.9 सममित आव्यूह तथा विषम सममित आव्यूह (Symmetric Matrix and Skew 
Symmetric Matrix) 
6) एक वर्ग आव्यूह ^ = [८,] सममित आव्यूह कहलाता है यदि 47 = 4 हो, अर्थात्‌, 
! व/ के प्रत्येक संभव मानों के लिए ८, 4, हो। 
( एक वर्ग आव्यूह ^ = [4,] विषम सममित आव्यूह कहलाता है यदि ^? = -4 हो, 
अर्थात्‌, ¡ तथा / के प्रत्येक संभव मानों के लिए ८, = -८, हो। 
टिप्पणी : किसी विषम सममित आव्यूह के विकर्ण के सभी अवयव शून्य होते हैं। 
(7) प्रमेय ।: वास्तविक अवयवों वाले किसी वर्ग आव्यूह 4 के लिए ^ +47? एक सममित 
आव्यूह है तथा ^-^? एक विषम सममित आव्यूह है। 
(४) किसी वर्ग आव्यूह को एक सममित तथा एक विषम सममित आव्यूहों के योगफल के 
रूप में व्यक्त किया जा सकता है अर्थात्‌, 
_ (0+0 ) (0-४) 
2 


A 





3.4.0 व्युक्रमणीय आव्यूह (nvertible Matrices) 


यदि ^, कोटि 7 ५ , का एक वर्ग आव्यूह है और समान कोटि # ५7 का एक अन्य आव्यूह 
8 का अस्तित्व इस प्रकार है कि ७8 =B4 =है तो ^ को व्युत्क्रमणीय आव्यूह कहते हैं 
तथा B को 4 का व्युत्क्रम आव्यूह कहते हैं और इसे &- द्वारा निरूपित करते हैं। 


[_«- टिप्पणी | 
।. किसी आयताकार आव्यूह का व्युत्क्रम आव्यूह नहीं होता है क्योंकि गुणनफल AB 


तथा 8» के परिभाषित और समान होने के लिए यह अनिवार्य है कि & तथा 8 
समान कोटि के वर्ग आव्यूह हों। 







यदि आव्यूह 8, आव्यूह ^ का व्युत्क्रम है तो आव्यूह ^, आव्यूह 8 का व्युत्क्रम होता है। 
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(व्युत्क्रम आव्यूह की अट्वितीयता): किसी वर्ग आव्यूह का व्युत्क्रम आव्यूह, 
यदि उसका अस्तित्व है तो वह अद्वितीय होता है। 


4. यदि ^ तथा 8 समान कोटि के व्युत्क्रमणीय आव्यूह हों तो (48) = 8-0० होता है। 





3..] प्रारंभिक पंक्ति तथा स्तंभ संक्रियाओं के प्रयोग द्वारा एक आव्यूह का व्युत्क्रम 
(nverse of a matrix using elementary row or column operations) 
प्रारंभिक पंक्ति संक्रियाओं के प्रयोग द्वारा 4? ज्ञात करने के लिए, ^ = ]^ लिखिए और पंक्ति 
संक्रियाओं का प्रयोग 4=/ पर तब तक करते रहिए जब तक ]=34 नहीं मिल जाता है। इस प्रकार 
प्राप्त आव्यूह 8, आव्यूह 4 का व्युत्क्रम होगा। इसी प्रकार यदि हम स्तंभ संक्रियाओं के प्रयोग द्वारा 
^! ज्ञात करना चाहते हैं तो ^= 7 लिखिए और ^ =^] पर स्तंभ संक्रियाओं का प्रयोग तब तक 

करते रहिए जब तक हमें = ७४ प्राप्त नहीं हो जाता है। 

टिप्पणी : उस दशा में जब ^=] (या ^ = 4]) पर एक या अधिक प्रारंभिक पंक्ति (या स्तंभ) 
संक्रियाओं के करने पर यदि बाएँ पक्ष के आव्यूह 4 की एक या अधिक पंक्तियों (या 
संतभों) के सभी अवयव शून्य हो जाते हैं तो ^! का अस्तित्व नहीं होता है। 

3.2 हल किए हुए उदाहरण ( Solved Examples) 

लघु उत्तरीय (Short Answer) 

उदाहरण | आव्यूह ^ = [८,],,, की रचना कीजिए जिसके अवयव ८, इस प्रकार हैं कि 


2ix « ४ 
a= ८ था ४. 
प्र 


हल i= l,l, के लिए, a, = e™ sin x 
felis के लिए, ०,, = ८” sin 2x 
i=2,j=l, के लिए, ay, = esinx 
i p= RD, के लिए, ८, = ८४ sin 2% 

e™sinx e™sin2x 

SNE क | sinx e™ sin | 


2 3 I 3 2 I 4 6 8 


] 2:85 4 3 | "C= 25 5 7 9 *होंतो A+B, 


उदाहरण 2 यदि ^ = 
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B+C,C+D और 8 +2 योगफलों में कौन से योगफल परिभाषित हैं। 
हल केवल B+ ही परिभाषित है क्योंकि केवल समान कोटि के आव्यूहों का ही योगफल संभव है। 


उदाहरण 3 सिद्ध कीजिए यदि एक आव्यूह सममित तथा विषम सममित दोनों ही हो तो वह एक शून्य 
आव्यूह है। 


हल माना आव्यूह ^ = [८] दोनों ही सममित तथा विषम सममित है। 
क्योंकि 4 एक विषम सममित आव्यूह है इसलिए 4” = ^ 
अतः 7 तथा /के सभी मानों के लिए a, =a (I) 
पुनः, क्योंकि ^ एक सममित आव्यूह है इसलिए 4” = ^ 
अतः 7 और / के सभी मानों के लिए ८, = a, (2) 
इस प्रकार (]) तथा (2), से हमें निम्नलिखित प्राप्त होता है 
०,= -4,, सभी 7 तथा /के लिए , या. 2८, = 0, 
अर्थात्‌, सभी ¡ और के लिए ८, = 0 है। अतः ^ एक शून्य आव्यूह है। 


A, 
उदाहरण 4 यदि [22 3] | | || = 0 हो तो «का मान निकालिए। 


-3 0| |8 
हल दिया है 
I 2| |x ` 
[2* 3] Ek || = 0= [2४-9 4] ५ = [0 
या [2x° — 9४ + 32%] = [0] = 2x +23x=0 
या » (27 + 23) 5 0 => ४२0,४२ 


उदाहरण 5 यदि ^ एक 3 %3 कोटि का व्युत्क्रमणीय आव्यूह है तो दिखाइए कि किसी भी अदिश 


£ (शून्येतर) के लिए #4 व्युत्क्रमणीय है तथा (£4)! = EA 


हल हम जानते हैं कि 


2/04/2048 


आव्यूह 47 


(७. &) - | () -। 


२ | > 


I _ 
(KA) IA = kh. 


be I, 
अतः (६७), आव्यूह ^ का व्युत्क्रम है अथवा (^) = 5 


दीर्घ उत्तरीय (.4 ) 
उदाहरण 6 आव्यूह ^ को एक सममित आव्यूह तथा एक विषम सममित आव्यूह के योगफल के रूप 


2 4 -6 
में व्यक्त कीजिए जहाँ 4= ?! 3 ०» है। 
|. =. 4 


हल हम जानते हैं कि यदि 








2 4 -6 2 NI 
A= 7 3 3 (हे तवे#*”- ‘NY 2 
I 2 4 -6 5 4 
6, US 
4 N23 .। 2 
AFA’ ॥। IIl 6 3 = = 3 
अतः, क त्न्त 5 4 8 2 2 
2 2 -5 3 
त 
2 
भ 
छ 
037 ., र 
NT FE द 
तथा =5 7 7 0 2 2 
2 2 7-7 
० आओ 
2 
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इस प्रकार, 
रः | आह जज हु 
2 2 NS EE 
AFA’ AA’ _| I 3 |. Oe 
2 2 2 90, ॥ 2 El बल 
ME 
| 2 | 
3 2 
उदाहरण 7 यदि 4 = - तो दिखाइए कि 4, समीकरण 4:-442-34+]7= 0 को 
3 
संतुष्ट करता है। 
I3 RA/NS3 2 
का क2>0७७- 2 ह- 2 0m 
IQ i < है 
I+6+2 3+0+4 2-3+6 
A)2+0-I(06+0-2 4+0-3 
+4+3 3+0+6 2-2+9 
9.7 5 
4 4 I 
8 9 9 
Ds Tes 
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9+]4+5 27+0+I0 ]8-7+]5 
I+8+] 3+0+2 2-4+3 
8+]8+9 24+0+]8 ]6-9-+27 
28 37 26 
_ 0 5 I 
35 42 34 
अब A’—AA?-3A+IID 
LEE 975 I 3 2 I 0.0 
0 5 ।]|-4|I ]|-3|2 0 -।|+II|0 0 
35 42 34 8 9 9 I 2 3 0 0 I 
ero 37-28-9+0 26-—20-6+0 
I0-4-6+0 5—I6+0+II] I-4+3+0 
35-32-3+0 42-36-6+0 34-36-9+]] 
0 00 
=/0 00 0 
0 00 


2 3 
उदाहरण 8 यदि 4 = 


रा 2 


| , तो दिखाइए कि A?-4A+7I=0 


इस परिणाम का प्रयोग करके ७5 का मान भी निकालिए। 


2 3 
जा 2 


| 


हल यहाँ A= | 


> | र 


2 3 
| 2 


l 
-4 


I2 
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|] 
|= 


8 
4 


—]2 


-8 0 7 
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, _[ i-8+7 I2-0+0] [0 0|_० 
इसलिए ^ -44+7 =| ५,4५0 ।-8+7 | [0 ०| `> 


=> Al=4A-7I 
अब ^=A.A?=A(4A-7D =4(A-7D-7A 

= I6A-28I-7A =9A-28I 
पुनः AS = AA? 

=(9A-28D (4A-7D 

= 36A?- 630 - II2A+I96I 


= 36(4A-—7D-—I7SA+I]96I 
=—3IA-— 56] 


2 I 0 
=-3] —56 
री 2 0. I 


पड | I8 -93 | 
3] -]8 

बहु विकल्पीय प्रश्‍न (Objective Type Questions) 
उदाहरण 9 से ]2 तक प्रत्येक के लिए दिए गए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 
उदाहरण 9 यदि ^ और 8 समान कोटि के दो आव्यूह हैं तो (4+ 8) (^ - 8) बराबर है। 

(A) ४? B2 (B) ७? - BA- AB - 82 

(0) ७? - 8: + 80 - AB (D) ७? - 8७ + 8? + 8 
हल सही उत्तर (0) है। (A+B) (७-8) 5-७ (७-8) + 8 (७ - 8) 5 0? - 03 + 30 - 82 


2 3 
3 
उदाहरण 0 यदि ^= „ ८ | और B= *† 2 तब 
F I 5 
(^) केवल AB परिभाषित है। (3) केवल B4 परिभाषित है। 


(0) AB तथा B^ दोनों परिभाषित हैं। (2) AB तथा 8» दोनों ही परिभाषित नहीं हैं। 
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आव्यूह 5॥ 


हल सही उत्तर (0) है। यहाँ 4 = [८.],.. 8 = [2.]. . है इसलिए »8 तथा 8% दोनों ही परिभाषित हें। 


प 2223 पं: 3222 


005 
उदाहरण ] आव्यूह 4= ? ° 0 है 
5 00 
(A) अदिश आव्यूह (3) विकर्ण आव्यूह 
(ट) तत्समक आव्यूह (D) वर्ग आव्यूह 


हल सही उत्तर ()) है। 
उदाहरण 2 यदि & और 9 समान कोटि के दो सममित आव्यूह हैं तब (^ B84”) है एक 

(A) विषम सममित आव्यूह (3) शून्य आव्यूह 

(ट) सममित आव्यूह (0) उपर्युक्त में से कोई नहीं 
हल सही उत्तर (^) है क्योंकि 

(AB’ -BA’Y = (AB’Y - (BAY 
= (BA’— AB”) 

- (AB’ -BA’) 


उदाहरण ]3 से ]5 तक प्रत्येक में रिक्त स्थान को भरिए- 


उदाहरण ।3 यदि 4 और 8 समान कोटि की दो विषम सममित आव्यूह हों तो 48 एक सममित 
आव्यूह होगा यदि 


हल AB=BA. 

उदाहरण ।4 यदि ^ और 8 समान कोटि के आव्यूह हैं तब (34-28) = 

हल 34” -2B' 

उदाहरण 5 आव्यूहों का योग तभी परिभाषित है जब प्रत्येक की कोटि है। 
हल समान 

उदाहरण ।6 से ।9 तक प्रत्येक के लिए बताइए कि कथन सत्य है या असत्य है- 
उदाहरण ।6 यदि दो आव्यूह ^ और छ समान कोटि के हैं तब 24+ B= B+ 24. 


हल सत्य 
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उदाहरण 7 आव्यूहों का व्यवकलन साहचर्य होता है। 


हल असत्य 


उदाहरण ।8 एक व्युत्क्रमणीय आव्यूह & के लिए (4?) = (७) 


हल सत्य 


उदाहरण |9 समान कोटि के किन्ही तीन आव्यूहों के लिए AB=AC>B=C 


हल असत्य 


3.3 प्रश्‍नावली 


लघु उत्तरीय ($.4.) 


८ 


यदि एक आव्यूह में 28 अवयव हैं तो इसकी संभव कोटियाँ क्या हैं? यदि इसमें 3 अवयव 
हों तो कोटियाँ क्या होंगी? 


a l x 
2 3 [प y 

यदि आव्यूह ^ = ९ तो 
0 5 


(0) & की कोटि लिखिए () & के अवयवों की संख्या लिखिए। 
(श 4 के अवयव ८ 4.2 लिखिए। 
एक ८,,, आव्यूह की रचना कीजिए जिसके अवयव निम्न प्रकार से प्राप्त होते हैं 


(0) 


238? आए: 


_ (i-2)) 


() a, 7 (i) a, = 2 + 34 | 


एक 3 %2 आव्यूह को रचना कौजिए जिसके अवयव ८, = ८“'५i१/ द्वारा दिए गए हैं 
यदि 4 - हों तो ८ और ४ के मान ज्ञात कीजिए, जहाँ 


a+4 3b 2a+2 b?+2 


A= औरं B= के _5 


6 
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यदि संभव हो तो 4 और 8 आव्यूहों का योग ज्ञात कीजिए जहाँ 


3 I y 2 
A= 2 3 और B = 5 हे है। 
| = र 2 -] रो 
यदि%= इ _2 ३ और ४= 7 2 4 हों तो ज्ञात कोजिए 
(i) bE Gi 2X-3Y 


() एक आव्यूह 7 जो इस प्रकार हो कि %+ ४+ 2 एक शून्य आव्यूह हो। 
आव्यूह समीकरण 


ग | “| | -१| | 
3 x 4 Ax (I0) 6x 


को संतुष्ट करने वाले + के शून्येतर मान निकालिए। 


0 I 0 = ड 
यदि ^= | | और =, हैं तो दिखाइए कि (^+ 8) (8-8) # ^? - 87. 
|. 9१2 
दर्शाइए कि यदि [| » ]] 2 ° ! ° = 0हो तो +का मान ज्ञात कीजिए। 
I5 32 + 


3 
दर्शाइए कि ^ = _2 समीकरण ^'-34-7] = 0 को संतुष्ट करता है और इसके 


ञ्‌ 
प्रयोग से A ज्ञात कीजिए। 


आव्यूह समीकरण 
छ. ची 9 I 0 
3 2 ^ 5 _3 ~ 0 | को संतुष्ट करने वाले आव्यूह 4 ज्ञात कीजिए। 
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I3. 


4. 


| 


I6. 


87. 


I8. 


I9, 


20. 


प्रश्‍न प्रदर्शिका 


4 -4 8 4 
I «=i 
यदि A= हो तो 4 ज्ञात कोजिए। 
3 -3 6 3 
3 -4 
! 5.5 
यदि ^= और B = ¡ 2 4 ही तो सत्यापित कीजिए कि (34)? # 8242. 
2 0 


यदि संभव हो तो ^ और AB ज्ञात कीजिए जहाँ 


2 I2 & 
A= और B= 2 ॐ है। 
|) 2 fo 


एक उदाहरण की सहायता से दिखाइए कि जब आव्यूह &# 0, 8 #0 हो तब भी 
AB = 0 आव्यूह हो। 


I4 
240 
यदि & = E है | और 8 > 2 ८? हाँ तौंथ्क्या (७8) = 8/« है? 
! 3 


* तथा » के लिए हल कीजिए 


+ + हु = O 
4] sl CNS 
यदि % और ४, 22 कोटि के आव्यूह हों तो निम्नलिखित समीकरणों को % और ४ के लिए 
हल कीजिए 


=. 2 


3X+2Y= | _5 


3 
2X + 30 = 4 05 


यदि ^= [3 5], = [7 3] हों तो एक शून्येतर आव्यूह € ज्ञात कोजिए जो इस प्रकार हो 
कि AC = BC. 
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2]. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


आव्यूह 55 


आव्यूह ^, 8 और € के ऐसे उदाहरण दीजिए जो इस प्रकार हों कि 48 = 8, जहाँ 4 एक 
शून्येतर आव्यूह है परंतु 8 # € है। 


I 2 2 
2 I' B= 3 


0 


3 
यदि 4 = _4 और = _| 0 , हों तो सत्यापित कीजिए : 


6) (AB)C=A(BC) (ii) A(B+C)=AB+AC. 


x a 00 
यंदे ऐड ° ? ° और ठ= ° 2 ° त्तौ 
0 02 0 0c 
xa 0 0 
सिद्ध कीजिए कि ९१३ ? 22 ९ QP, 
0 0 Zc 
- 0 =| 
यदि [2 | 3] 7 ! 0 0 = हो तो ४ ज्ञात कीजिए। 
0 INS +-+ 
5 3 4 चाय 2 I 
यदि^ = [2 ॥], 85 ५ 7 ८ औरC= | 0 2 हो तो सत्यापित कीजिए कि 


A(B+C)=(AB+AC) 


I 0 -I 


3८! 3 है तो सत्यापित कीजिए कि ^?+4 =^(^ +) जहाँ । एक 
७९ पैन] 


यदि 4 = 


3 » 3 तत्समक आव्यूह है। 


4 0 
0- 2 9 
यदि ^= | ३ _, और B= हों तो सत्यापित कीजिए कि 
2 6 


(0) (७) - & 06). (७3) - 8५! Giii) (KAY = (kA 
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28. 


29. 
30. 
3]. 


32. 


33. 


34. 


35, 


36. 


प्रश्न प्रदर्शिका 


| ॐ | ` ® 
_ 4 ]I _ 6 4 हों 
यदि ^ = तथा B = हों तो सत्यापित कोजिए कि 
5 6 7 3 


( CA+BY=2A’'+B’ (i) (A-BY=A’-B’ 
सिद्ध कीजिए कि किसी भी आव्यूह 4 के लिए »&”» तथा ^4” दोनों ही सममित आव्यूह हैं। 
माना ^ और 8, 3 %3 के वर्ग आव्यूह हैं। क्या (48)? = 4? 82 सत्य है? कारण बताइए। 
दिखाइए कि यदि 4 और ह वर्ग आव्यूह हैं तथा AB = 84 है, तब 

(A+B)? = A?+ 2AB +B’. 


[ॐ 4 0 2 0 
यदि ^= _| ५, = | 5, €= | _2 तथा ०=4,७=-2 हों तो दिखाइए कि 
(a) A+(B+C)=(A+B)+C (b) _A(BC)=(AB)C 
(c) (a+ b)B = aB + 98 (9)... ६ (0-५) 5 40 - ८५७ 
(०) (ADT=A 6). WA)T=bA' 
(2) (AB)T = BTAT (h) (A-B)C=AC- BC 


6) (A-B)T=AT- BT 


cosd sind ००520 का 


| , तो दिखाइए कि 4? = ir ००520 


यदि 4 = | 


—sind cos0 


0 0 I 
यदि 4 = ND 0 और » = -] हो तो दिखाइए कि (^+ 8)? = A? + B? 


0 )-I 
&0&- 32 + के लिए सत्यापित कीजिए कि ^? =] 
3 -3 4 


गणितीय आगम के प्रयोग से सिद्ध कीजिए कि किसी भी वर्ग आव्यूह के लिए (4”)" = (^”)”, 
जहाँ ne N 
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38. 


39. 


40. 


4]. 


42. 


43. 


44. 


45. 


आव्यूह 57 


प्रारंभिक पंक्ति संक्रियाओं के प्रयोग से निम्नलिखित आव्यूहों का व्युत्क्रम (यदि संभव हो तो) 
ज्ञात कीजिए 


3 I -3 
6) 5 7 Gi) 5 
Xy 4 8 w और 
आओ आफ: मे वो कह , हो तो », », 2 और ॥ के मान ज्ञात कीजिए। 
हों 
यदि ^= „ [2 और = „ 8६ हों तो एक ऐसा आव्यूह 0 ज्ञात कीजिए कि 


34 +58 + 20! एक शून्य आव्यूह हो। 


-5 
यदि ^= _, 2 होतो ^?-5^- ।4 ज्ञात कीजिए और फिर इसके प्रयोग से ^ ज्ञात कीजिए। 
3 a b a 6 4 a+b और 
यदि , = | 24 + हज 3 ` हीतो ५,७,८औरके मान ज्ञात कौजिए। 


आव्यूह 4 ज्ञात कीजिए जो इस प्रकार हो कि 


2 I - -8 -I0 
I 0 «_ ! AM 
-3 4 9 ०२2 5 


IE, 
यदि ^ = 4X हो तो ^?+ 20 +7 ज्ञात कीजिए। 


cosd sind 
यदि ^ = | तथा ^-!= 4 हो तो ७ का मान ज्ञात कीजिए। 
—SIMG (050० 
0 a 3 


यदि ? 2 7 एक विषम सममित आव्यूह हो तो ०,७ और ८ के मान ज्ञात कीजिए। 
c I 0 
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46. 


47. 
48. 


cosx sinx 


यदि P (४) = | तो दिखाइए कि 


—Sinx COSX 
PE).PO=PCE+y)=PO).PO) 
यदि ^ एक वर्ग आव्यूह है जो ^? = 4 को संतुष्ट करता है तो दिखाइए कि (+^)? =74+I 


यदि ^ तथा समान कोटि के वर्ग आव्यूह हैं और 8 एक विषम सममित आव्यूह है तो दिखाइए 
कि ABA एक विषम सममित आव्यूह है। 


दीर्घ उत्तरीय (L.A.) 


49. 


50. 


5l. 


52. 


यदि किन्ही दो वर्ग आव्यूहों के लिए 48 = 8. हो तो गणितीय आगम से सिद्ध कीजिए कि 
(AB)" = A" B” 


0 2५ 2 
यदि ^=|+ +५ -2| इस प्रकार हो कि A” = ^! तो +, » तथा 2 के मान ज्ञात कीजिए। 
x —-y टू 


यदि संभव हो तो प्रारंभिक पंक्ति संक्रियाओं के प्रयोग से निम्नलिखित आव्यूहों का व्युत्क्रम ज्ञात 
कोजिए। 


2 हा 3 2 3 -3 2 0 का 
6) 5 3 I (6) 7 I -2 2 iii) 5 I 0 
-3 2 3 I [| 0 l 3 

2 3 I 


आव्यूह | 7 2 को एक सममित तथा एक विषम सममित आव्यूह के योग के रूप में 
4 अ 2 


लिखिए। 


बहु विकल्पीय प्रशन (Objective type questions) 


प्रश्‍न 53 से 67 तक दिए गए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए- 


ह 


> © (>> 

° > 

° ° > 
ml 


आव्यूह P = 
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i 


56. 


57: 


58. 


59. 


आव्यूह 59 


(^) वर्ग आव्यूह (B) विकर्ण आव्यूह 

(0) तत्समक आव्यूह (D) इनमें से कोई नहीं 

कोटि 3 » 3 के सभी संभव आव्यूहों की संख्या जिनकी प्रत्येक प्रविष्ठि 2 या 0 हो, होगी 
(A) 9 (B) 27 (C) 8] (D) 5I2 


2x+y 4x 7 T7y-I3 


यदि ८, 7 4५ = 5 “आप. ॐ हो तो « तथा + के मान होंगे 
(A) x=3,y=l (B)x=2,y=3 
(QO ४८2, ५८54 (D) x= Sy 3 

sin !(xm) tan! —cos xm) tan! -- 

l I | 7 

यदि 4 = र | B = हा ; 

sin! ~ cot! (7x) sin! 2 —tan™' (rx) 

bs ग 
हो तो 4-5 बराबर है 
l 

(A) I (B) 0 (0) 2I (D) 5 I 


यदि 4 और 98 क्रमशः 3 ५ और 3 ५, कोटि के दो आव्यूह हों तथा # =, हो तो आव्यूह 
(5« - 28) की कोटि होगी 


(A) mx3 (8) 3 x3 (Qmxn (D)3xn 
0 I 

यदि ^= | 0 „ तो ^? बराबर है 

0 | I 0 0 I I 0 
(0) |] 0 (8) | 0 © 7 (2) 0 i 
यदि आव्यूह ^ = [८,], ,, इस प्रकार है कि 

। यदि ¡ # ] 
०,= | 0 यदि ¡ # | | ब A? बराबर है 
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60. 


6. 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


(A) I (B) A (0) 0 (D) इनमें से कोई नहीं 
I 00 
आव्यूह 0 “2 0 एक 
004 
(७) तत्समक आव्यूह है। (8) सममित आव्यूह है। 
(0) विषम सममित आव्यूह है। (D) इनमें से कोई नहीं। 
0 -5 8 
आव्यूह 5 0 2 
-8 5 0 
(^) विकर्ण आव्यूह है। (8) सममित आव्यूह है। 
(0) विषम सममित आव्यूह है। (D) अदिश आव्यूह है। 


यदि 4 एक 7 » # कोटि का आव्यूह है और छ इस प्रकार का आव्यूह है कि 48” और B'^ 
दोनों ही परिभाषित हों तो आव्यूह छ की कोटि होगी 


(A) mxXm (3) nxn (QQ # > का (D) mxn 


यदि ^ और 8 समान कोटि के आव्यूह हों तो (ABBA) 

(4) विषम सममित आव्यूह है। (8) रिक्त (शून्य) आव्यूह है। 

(0) सममित आव्यूह है। (D) तत्समक आव्यूह है। 

यदि 4 इस प्रकार की आव्यूह है कि 4? = ], तब (4-]) + (4 + ]) -74 बराबर होगा 


(A) A (B) I-A (0) Ted (D) 3A 
किन्हीं दो 4 और 8 आव्यूहों के लिए कौन सा सदैव सत्य है 
(A) AB=BA (8) 68 # 80 (C) ७8 5: 0 (D) इनमें से कोई नहीं 


प्रारंभिक स्तंभ संक्रिया ९, > €, - 20, का प्रयोग आव्यूह समीकरण 


I -3 I का 


3 I में हमें 
SEI ES , में करने पर हमें प्राप्त होता है 


2/04/2048 


आव्यूह 6। 


I -5 ] - [3 -5 I -5 I कक | 3 
SD JO dle oF जे ar 6 8) [0 Se । [0 
I -5 I -3 3 ] I -5 I का | 3 
5 0 हे. 4 5 Or [2 





67. प्रारंभिक पंक्ति संक्रिया २, -> 2, - 32, का प्रयोग आव्यूह समीकरण 


2 20 हौ ठ 
= | „ में करने पर हमें प्राप्त होता है 


| 
‘| 


3703 ] 
-5 -7 I-7 20 -5 जा ANI 3 
OF 9 3 4 वु 5) 4 3 IS | | 
-5 -7 I 2 20 4६ 8 I 2| 20 
Nh BS if Uo) D) द = [EF | I 
प्रश्‍न 68 से 8] तक प्रत्येक में रिक्त स्थानों को भरिए- 
68. आव्यूह दोनों ही सममित तथा विषम सममित आव्यूह हैं। 
69. दो विषम सममित आव्यूहों का योग सदैव आव्यूह होता है। 
70. किसी आव्यूह का ऋण आव्यूह इसको से गुणा करके प्राप्त किया जाता है। 
7।. किसी आव्यूह को एक अदिश से गुणा करने पर शून्य आव्यूह प्राप्त होता है। 
72. एक आव्यूह जो आवश्यक नहीं कि वर्ग आव्यूह हो एक आव्यूह कहलाता है। 
73. आव्यूहों का गुणनफल, योग का करता है। 
74. यदि ^ एक सममित आव्यूह है तो 4 एक आव्यूह होगा। 
75. यदि 4 एक विषम सममित आव्यूह है तो 4? एक है। 
76. यदि ^ और 8 समान कोटि के वर्ग आव्यूह हैं तो 
6) (AB) = 
(ii) (KAY = (६ कोई अदिश है।) 


Giii) [kA - 8)| = 
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है 
78. 


79. 
80. 


§. 


यदि ^ विषम सममित आव्यूह है तो #4 (& कोई अदिश है) एक है। 
यदि 4 और 8 सममित आव्यूह हैं तो 

6) AB —BA है। (ii) 8७ - 208 है। 

यदि ^ सममित आव्यूह है तो 3/8 है। 


यदि 4 और 8 समान कोटि के सममित आव्यूह हैं तो 48 सममित आव्यूह होगा यदि और केवल 
यदि 


एक या अधिक प्रारंभिक पंक्ति संक्रियाओं के प्रयोग से ^ ज्ञात करते समय यदि एक या एक से 
अधिक पंक्तियों के सभी अवयव शून्य हो जाएँ तो 4 होता है। 


प्रश्‍न 82 से ।0] तक बताइए कि कथन सत्य हैं या असत्य- 


82. 
83. 
84. 
85. 
86. 
87. 
88. 
89. 
90. 
9]. 
92. 
93. 
94. 
95. 


एक आव्यूह एक संख्या को निरूपित करता है। 

किसी भी कोटि के आव्यूहों को जोड़ा जा सकता है। 

दो आव्यूह समान होते हैं यदि उनकी पंक्तियों तथा स्तंभों की संख्या समान हो। 
असमान कोटि वाले आव्यूहों को घटाया नहीं जा सकता है। 

आव्यूहों का योग, साहचर्य तथा क्रम विनिमेय दोनों ही नियमों का पालन करता है। 
आव्यूहों का गुणन क्रम विनिमेय होता है। 

एक वर्ग आव्यूह जिसका प्रत्येक अवयव । हो तो उसे तत्समक आव्यूह कहते हैं। 
यदि 4 और 8 दो समान कोटि के आव्यूह हैं तब 4+ = 8 + होता है। 

यदि ^ और 8 दो समान कोटि के आव्यूह हैं तो 4-8 - -4 होता है। 

यदि आव्यूह 48 = 0, तब 4= 0 या 8 = 0 या दोनों 4 और 5 शून्य आव्यूह हैं। 
एक स्तंभ आव्यूह का परिवर्त स्तंभ आव्यूह होता है। 

यदि 4 और छ समान कोटि के दो वर्ग आव्यूह हैं तब 4B = B4 है। 

यदि समान कोटि के तीनों आव्यूह सममित हैं तब उनका योग भी सममित आव्यूह है। 
यदि ^ और 8 समान कोटि के कोई दो आव्यूह हैं तब (AB) = A'B” 
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96. यदि (48) = 8/4”, जहाँ ^ और ड वर्ग आव्यूह नहीं है तब » के पंक्तियों की संख्या 8 के 
स्तंभों की संख्या के बराबर होगी तथा ^के स्तभों की संख्या 8 के पंक्तियों की संख्या के 
बराबर होगी। 


97. यदि 4, 8 और ९ समान कोटि के वर्ग आव्यूह हैं तब 48 = AC से सदैव 5 = € प्राप्त होता है। 


98. किसी भी आव्यूह ^ के लिए 44” सदैव सममित आव्यूह होता है। 


छः भ. = 
99. यदि ^= | „ 2 और B = ,तब AB और 8, दोनों परिभाषित हें तथा समान हैं। 


D > bb 
(0 (०७) 


00. यदि ^ विषम सममित आव्यूह है तो ^? सममित आव्यूह होगा। 


04. (AB)! = ७-7. 8- जहाँ^ और ह व्यूत्क्रमणीय आव्यूह हैं जो गुणन के क्रम - विनिमेय नियम 
को संतुष्ट करते हैं। 
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